        СВОЙСТВА СГЛАЖЕННЫХ СПЕКТРАЛЬНЫХ ОЦЕНОК.
                                          В.В. Кузнецов                                             
                                             Аннотация.                                       

В работе представлены результаты сопоставления случайных величин распределенных в соответствии с нормальным законом распределения и результатов интегрального преобразования Фурье. Показано, что интегральное преобразование Фурье может быть представлено как нормальный процесс с точностью не хуже чем 90%. Показано также,  что распределение Пуассона может быть получено   в виде ряда Маклорена.         
Ключевые слова:  спектр;  функция Гаусса; интегральное  преобразование Фурье;  распределение  Пуассона,  колебания. 
1. В работах [1 - 5] было выполнено сопоставление нормированной спектральной плотности fS(z), представляющей собой спектр стационарных стохастических колебаний осциллятора:

                   fS (z) = S(z) = A1 { μ /[ μ ² + ( 2π (z – z0 ))²]},                       (1.1)

где  z – безразмерная частота колебаний; z0 – частота максимума спектра,
с плотностью нормального закона распределения fn(x) случайной величины x: 
              fn(x) = [1/(2π σ 2  )1/2 ] exp {- (x – x0) 2 /(2 σ 2 )}.                      (1.2)

Здесь    σ 2 =  D [x] = E [(x – x0)2] – дисперсия случайной величины x;                    

        A1= const; μ = f(σ)  ;  z  =  α x;  α = const – “размерный” множитель. 
Сопоставление   показало, что плотность нормального закона распределения 
fn (x)  в качестве первого приближения может быть представлена в виде спектральной плотности fn (x) ≈ fS1 (x) [2, 3],  т.е.:           

    [1/(2π σ 2 )1/2]exp{- (x– x0) 2 /(2 σ 2)} ≈ (4 π )1/2{μ /{μ² +[2π (x - x0)]2}}.     (1.3)
 где  при α = 1; μ = (8)1/2 π σ ≈ 8,88 σ .
 Поскольку спектральная плотность S(f) = fS1(x) стационарного стохастического процесса осциллятора  определяется интегральным преобразованием Фурье :
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  где  K(u) = R(u)/R(0) ≈ exp [- μ u] cos (2π f0 u) – автокорреляционная функция, соответствующая стохастическим  движениям осциллятора,
нормированный спектр   S(f) движений осциллятора в свою очередь может быть представлен в рамках первого приближения в виде функции Гаусса. 
   В работе [4] было также показано, что в рамках следующих приближений соотношение (1.3) может быть представлено в виде:

fn(x)=[1/(2πσ 2 )1/2]exp{-(x–x0)2/(2σ2)}≈ fSk(x)=A1{μ/[μ²+[2π(x-x0)]2 βk(x)]},  (1.6)                                                                                                                      
   где : μ = (8)1/2 π σ ≈ 8,88 σ;  A1 = (4 π )1/2 ≈ 3,54;         

        β(x) = βk (x) – “k - ое” приближение функции Гаусса, т.е.:
        β(x) ≈ β1(x) = 1;         

        β(x) ≈ β2 (x) = 1+ [(x– x0)2 /(4σ 2)] ;                                                        (1.7)

        β(x) ≈ β3 (x) = 1+ [(x– x0)2 /(4σ 2)][1+ (x– x0) 2 /(6σ 2)];  
    …….                 ……                  ……        …….           …….      ……                    

т.е. lim {(4 π )1/2{μ/[μ² +[2π (x - x0)]2 βk(x)]}}=[1/(2π σ 2 )1/2]exp{-(x– x0)2/(2 σ 2)}.
      k→ ∞
Из соотношений  (1.6) и (1.7) может быть получена спектральная плотность fSk(x) с заданным  “k - м” приближением  функции Гаусса:

            fSk(x)= A*1(x) {μ*(x) /{(μ*(x))² + [2π (x - x0)] 2 }},                      (1.8)
где   A*1(x) = (4 π/ βk(x))1/2; μ*(x)= μ/(βk (x))1/2; [μ*(x)A*1(x)] = (μA1)/βk(x).
    Таким образом, спектральная функция fSk (x) в пределе совпадает с функцией Гаусса fn (x) ( x  (- ∞ , ∞)).
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                  Рис.1   Спектральные плотности первых трех  приближений,      

                           полученных в соответствии с (1.6) и (1.7). Обозначения: 

            fS1(2(x-x0)/σ) - (ряд 1); fS2(2(x-x0)/σ) - (ряд 2);  fS3(2(x-x0)/σ) - (ряд 3); 

          fn (2(x-x0)/σ) - (ряд 4) – плотность нормального закона распределения.
2.   На рис.1 представлены спектральные плотности первых трех приближений функции Гаусса, полученных в соответствии с (1.6) и (1.7).             [image: image4.emf]0

0,05

0,1

0,15

0,2

0,25

0,3

0,35

0,4

0,45

1 2 3 4 5 6 7 8 9 101112131415

БЕЗРАЗМЕРНЫЕ ПЕРЕМЕННЫЕ

НОРМИРОВАННЫЕ 

СПЕКТРАЛЬНЫЕ ПЛОТНОСТИ

Ряд1

Ряд2

Ряд3

Ряд4

  
                  Рис.1   Спектральные плотности первых трех  приближений,      

                           полученных в соответствии с (1.6) и (1.7). Обозначения: 
            fS1(2(x-x0)/σ) - (ряд 1); fS2(2(x-x0)/σ) - (ряд 2);  fS3(2(x-x0)/σ) - (ряд 3); 
          fn (2(x-x0)/σ) - (ряд 4) – плотность нормального закона распределения.
         На рис.1 видно, что наибольшие расхождения между плотностью нормального распределения и плотностями спектральных приближений имеют место в области максимума плотностей    u = (x-x0)/σ = 0 ( т.е.   при x = x0) , а также в области  | u | = | (x-x0)/σ| > 1. Расхождения связаны с тем, что для плотности нормального распределения нормировка осуществляется в соответствии с определением понятия вероятности случайного событии, в то время как нормировка спектральной плотности выполняется в соответствии с интегральным преобразованием Фурье, что делает необходимым проведение “дополнительной” нормировки. (Например, для первого приближения  спектральной плотности нормировка может быть выполнена из условия определения  понятия вероятности случайного события).
      На рис. 2 представлены дополнительно нормированные спектральные плотности:  fS1 (ряд 1),  fS2 (ряд 2), fS3 (ряд 3), а также функция Гаусса  (ряд 4).  Дополнительно нормированная функция  fS1(x)  представлена в виде интегрального преобразования Фурье [9-11] , т.е.:
 fS1(x) = A{(2π)/[(2π)2 + [(2π)(x-x0)]2]} ≈ 2,5{(2π)/[(2π)2 + [(2π)(x-x0)]2]},   (2.1)
где  u = (2x/σ);  u0 = 2x0 /σ = 8;  |u – u0 | ≤ 3,5; μ =(2π)σ = (2π); A= (2π)1/2 ≈ 2,5.
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  Рис. 2  Нормированные спектральные плотности первых трех приближений: 
          fS1(u)  -  ряд 1;  fS2(u)  -  ряд 2;  fS3 (u)  -  ряд 3; 

          fn (2(x-x0)/σ)  -  ряд 4 – плотность нормального закона распределения.
Заметим, что в соотношении (2.1) переменная  “x” интерпретируется как частота. Учитывая, что  в соответствии с (1.7)   β1(x) = 1, т.е.

                           fS1(x)=A1{μ/[μ²+[2π(x-x0)]2]},                                   (2.2)           

    где   A1=(4 π )1/2 ≈ 3,54,    упрощенное представление спектральной плотности  2-го приближения может быть представлено в виде:

             fS2(x)= {[A*1(x) μ*(x)] /{(μ*(x))² + [2π (x - x0)]2}},                      (2.3)
где   A*1(x) = (4 π/ β2(x))1/2; μ*(x)= μ/(β2 (x))1/2; [μ*(x)A*1(x)] = (μA1)/β2(x).
        (μ*(x))2 = μ2 / β2 (x) =  μ2/ (1+ u2 2(x) /4);     u2(x) = [(x– x0)/(σ) ]2.
    Если положить 
                   ( μ*(x))2 + [2π (x - x0)]2  ≈ μ2 +  [2π (x - x0)]2 , то 
  учитывая, что  (1+ w)-1 ≈ ( 1 - w) ≈ exp (- w), где w2 < 1,получим:                  

         fS2(x) = G2(x) fS1(x) = {[A*1(x) μ*(x)] /{(μ*(x))² + [2π (x - x0)]2}}  ≈

      ≈  fS1(x) [1/(1+ u 2(x)/4)] ≈ fS1(x) exp[- u 2(x)/4] ≈ fS1(x) [(1- u 2(x)/4)],   (2.4)

          где   G2(x)  ≈ exp[ -  u 2(x)/4] .  
      Поскольку в соответствии с (2.2) – (2.4) функции βk (x) в рамках первых приближений имеют вид:  

                   β1(x) = 1,         β2 (x) =  (1 + u2(x)/4 );   

    β3 (x) = 1+ u2 /4 [1 + u2 /6] = 1 + u2 /4 + u4 /24 = (1 + u4 /24) + 0,25u2 ,    (2.5)
  функцию G(x) можно рассматривать  как спектральное экспоненциальное окно, реализуемое аналогично экспоненциальному корреляционному окну [1-5, 8.9], т.е. учитывая, что: 
                     (1+ w) -1 ≈ ( 1 - w) ≈ exp (- w), где w2 < 1, 
получим:
                       G(x) = exp{-η[(x-x0)/σ]2} ≈  [(1 -  u 2(x)/4)] ,
где  множитель η может быть определен, например, методом наименьших квадратов [6 - 9].     В этом случае определим функции β*k (x)  в рамках первых 3-х приближений  в  виде :
                     β*1 (x) = β1 (x) = 1;     β*2 (x) = β2 (x) =  [1+ (u2 /4)] ;  

                    β*3 (x) =  [1+ (u2 /4)] [1 + u2 /6] = β2 (x) [1 + u2 /6] =   

                               = 1 + (5/12)u2 + u4/24 ≈ (1 + u4 /24) + 0,416u2;          (2.6)
   т.е.:

                        β*3 (x) ≈ β3 (x) +  0,17 u2 .                                          
причем разность между функциями Δβ3 (x) = β3 (x)*- β3 (x) = 0,17 u2 может 
быть представлена как:      

 Δβ2 (x) = 0,  β3 (x)* - β3 (x) ≈ 0,17u2(x) << 1+ (u2(x) /4) + u4(x)/24 ≈ β3 (x);  
т.е.     Δβ2 (x) = 0,      Δβ3 (x) / β3 (x) << 1.                                                      (2.7)        
  При этом  второе и третье приближения спектральной плотности fSk(x) 
  определяются соотношениями:
          fS2 (x) = fS1 (x) G2(x)  ≈ { (A1μ) /[μ² +[2π (x - x0)]2]} exp [- u2 /4] ;  

 fS3 (x) ≈fS1 (x) G3(x) = fS1 (x) [1/ β3* (x)] ≈ A1{ μ /{μ² +[2π (x - x0)]2}}exp{- ηu2}, 2.8)                       
где : 
        β*2 (x) =  [1 + u2 /4];       β*3 (x) =  β*2 (x) [1 + u2 /6] ,
   G2(x) = 1/ β2* (x) = 1 / {1 + u2 /4} ≈ 1 – (u2 /4) ≈ exp [- u2 /4],

   G3(x) =1/ β3* (x) ≈ {1/[1+u2/4]}{ 1/[1+u2/6]} ≈ exp [- η u2 ],                  (2.9)
           u2 = [(x– x0)/(σ) ]2 ;   η = const ≈ 0,1831 ≈ 0,2 .
Учитывая, что в соотношениях (2.6) – (2.9) множитель η определяется приближенно, для определения   η   целесообразно воспользоваться методом наименьших квадратов [6 - 9], в соответствии с которым:
              z(x) =  ln{fn (x) / fS1(x) } = ln G3(x) =  - η1 u2(x) = - η1 v(x)
т.е.              η1 = - {E [z v]  -  E[z] E[v]} / D[v] ,                                  (2.10)
где   E [] – оператор математического ожидания; v(x) = u2(x) = [(x– x0)/(σ) ]2;  

        z(x) = ln{fn (x) / fS1(x) } = ln {G3(x)}; D[v] = E [v2] – (E[v])2 –дисперсия v. 
          На рис. 3 представлены функции  fS3(x)  и  fn(x) :

  fS3[2(x-x0)/σ] = fS1(x) G3(x) =A1{μ/[μ²+[2π(x-x0)]2]} exp [- η u2 ] ≈ fS1(x)[1- η u2] ;
               fn(x)=[1/(2π σ 2 )1/2]exp{-(x–x0)2/(2σ2)},                                                                                  
где:  μ = (8)1/2 π σ ≈ 8,88 σ;  A1= (4 π )1/2 ≈3,54;  u2 = [(x– x0)/(σ) ]2 = v.
        G3(x) =1/ β3* (x) ≈  exp [- η u2 ]  ≈ (1- η u2 ) ,

         η ≈ 0,1831 ≈ 1/5 = 0,2 определено в соответствии с (2.10).        
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  Рис. 3.   Графическое сопоставление спектральной плотности  fS3(x) и 
                                   плотности нормального распределения fn (x).   

   Ряд 1 -  f S3 (x) = A1{ μ /{μ² +[2π (x - x0)]2}}exp{ -η[(x-x0)/σ]2}; η ≈ 0,1831. 

            Ряд 2 - fn (x) = {1/(2 π σ2 )1/2}exp{- [(x-x0)2/ (2σ2 )]}; μ ≈ 8,88.       
Сопоставление плотностей   fS3(x) и fn (x) показало (см. раздел 3), что.
дисперсия расхождения плотностей составляет σf ² ≈ 0,000136, т.е. среднее квадратическое  отклонение приращения составляет σf ≈ 0,01166. В этом случае

можно полагать, что  с вероятностью  P ≈ 0,99 спектральная плотность fS3(x) соответствует нормальному закону распределения fn (x).   При  этом наибольшие расхождения между значениями функций имеет место в области точек перегиба (т.е. в области  |2(x – x0)/ σ| ≈ 1) . Таким образом, приближенное представление  плотности  нормального распределения имеет вид:     
 fS3 (x) =  fS1 (x) G3(x) ≈ A1{μ /{μ² +[2π (x - x0)]2}}exp{ - η [(x-x0)/σ]2} ≈ 
                 ≈  fS1 (x) {1 - η [(x-x0)/σ]2 },
где  f S1 (x) = A1{ μ /{μ² +[2π (x - x0)]2}};  A1 = (4 π )1/2 ≈ 3,54;  η ≈ 0,1831 ≈ 0,2.
        G3(x) ≈ exp{ - η [ (x-x0)/σ]2} ≈ {1 - η [(x-x0)/σ]2 }.  
Заметим, что при G(x) = G1(x)  ≈ 1 спектральная плотность   представляет собой первое приближение нормального закона распределения, т.е.: 

                    f S1 (x) = A1{ μ /{μ² +[2π (x - x0)]2}}               
 На рис. 4  представлена разность плотностей f s2(x)  и  fn (x). Как видно из рис. 4 различие функций f s2(x)  и  fn (x) не превышает 0,02 :

  P{ f s1(x) =  fn (x)} ≈ 0,9 ; P{ f s2(x) = fn (x)} ≈ 0,95; P{ f s3(x) =  fn (x)} ≈ 0,99. 
3.   Для оценки вероятности равенства плотностей   P{f s3(x) ≈ fn(x)} рассмотрим функцию ρ(x):
ρ(x) = f s3 (x) , если  f s3 (x) ≤ f n (x) , и  ρ(x) = f n (x) , если  f n (x) < f s3 (x).   (3.1)                                                                                                  
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Рис.4 Приращение функции плотности Δ f (x) ={f s2(x) – fn (x)}; (x-x0 )/σ ≤ 3,5.
   Учитывая, что интеграл от нормированных функций f sk (x) равен единице,
 интеграл  I ρ представляет собой  вероятность события P{ f s3 (x) ≈ f n (x)}:
              P{ f s3 (x) ∩ f n (x)} = I ρ  =    ∫  ρ(x) dx   ≤  1.                (3.2)
                          x  X0                    x  X0    
   В соответствии с (3.2)   найдем :
                               P{ f *s1 (x) ≈ f n (x)} = 0,8973 ≈ 0,9 ;
                               P{f s2(x) ≈ fn (x)} ≈ 0,94;
                               P{ fs3 (x) ≈ f n (x)} = 0,9734,                           (3.3)
где  

f*s1 (x) ≈ A*1{ μ /{μ² +[2π (x - x0)]2}}- нормированная спектральная плотность; 
               A*1 =2,5;  
          f s1 (x) ≈ A1{ μ /{μ² +[2π (x - x0)]2}};       A1 = 3,54;

          f -s3 (x) ≈  f s1 (x) G3(x) ≈ A1{ μ /{μ² +[2π (x - x0)]2}} exp{ - η [ (x-x0)/σ]2};            
т.е. расхождение третьего приближения спектральной плотности и функции Гаусса составляет менее 2% , в то время как для первого приближения вероятность совпадения функции Гаусса и дополнительно нормированной спектральной плотности f*s1 (x)  составляет
                            P{ f*s1 (x) ≈ f n (x)} = 0,8973 ≈ 0,9 .   

    Второе приближение функции Гаусса fS2(x) равно спектру, полученному при помощи интегрального преобразования Фурье fS1(x) , умноженного на спектральное окно G2(x), которое определяется соотношением: 
               G2(x)=1/ β2 (x) ≈  1 – (1/4) u2 ≈ exp [- u2 (x)/4)] 
Функция  fS3(x) определяется как:
                     fS3(x) = fS2(x)G3(x) ≈ fS1(x) exp [ -  η u 2(x)],                 (3.4)
  где      η ≈ 0,1831. 
     Таким образом:
P{ f s1(x) = fn (x)} ≈ 0,9 ; P{f s2(x) = fn (x)} ≈ 0,94; P{ f s3(x) =  fn (x)} ≈ 0,98;    
Заметим, что введение коэффициента  η  связано с упрощенным представлением нормального закона в диапазоне  x (- 3 σ, 3 σ ) , причем значение η определяется  методом наименьших квадратов (см. (2.6)).               
    4.  Определим упрощенную меру соответствия  плотности  нормального распределения fn(x) и нормированной спектральной плотности fS (x), т.е. найдем вероятность совместной принадлежности . 
         Введем результирующую плотность ρ(x)   в виде:
                              fn (x) ,  если  fn (x)  ≤  f S (x)   

          ρ(x) =      

                              fS (x) ,  если  fS (x)  <  f n (x)                                 (4.1)

     где    0 ≤  ρ(x)  ≤ 1.
          Интеграл  I0 , равный :
                         λ0 = I0 =   ∫ ρ(x) dx                                                       (4.2)
                                     x  X0 

 представляет собой вероятность совпадения  нормированных плотностей  

fn (x)  и  f S (x) , т.е. величина  λ0  = I0 является вероятностной мерой  совпадения плотностей.    Введем плотность ρk(x)   в виде:


                             xk fn (x) ,  если  xk fn (x)  ≤  xk f S (x)   

          ρk(x) =      

                             xk fS (x) ,  если  xk fS (x)  <  xk f n (x)                          (4.3)

     где     ρk (x)  представляет собой вероятностную меру  совпадения плотностей начальных моментов  k- го порядка ( 0 ≤ k < ∞ ). 
                                         I k  =  [ 1/ m k ] [ ∫ ρk(x) dx ]                                 (4.4)
                                                               x  X0 
   В этом случае может быть сопоставлены начальные моменты, полученные экспериментально, с моментами, полученными при помощи теоретического распределения.
  Рассмотрим пример 1 относительно гибели прусских кавалеристов, представленный в работе [6, с. 76-77] .  Обозначим через  fp (x) распределение Пуассона,  а через f1 (x) – плотность, соответствующая  полученным сообщениям.  Результаты статистических событий (сообщений из военных корпусов о гибели  “J ”  прусских кавалеристов) могут быть представлены в виде таблицы 1 [6]:
        Таблица 1 
        J             0               1            2           3            4          5         6            Σ      
     f1 (x)  =  0,5435 ;  0,3315;  0,101; 0,0205; 0,003;  0,00035; 0,00005.    1

                     (109)         (65)       (22)     (3)         (1)          (0)       (0)         (200)

     fP (x)  =  0,545  ;   0,325 ;   0,11;   0,015;    0,005 ,       0,         0.            1

                   (108,7)     (66,3)     (20,2)   (4,1)     (0,6)     (0,,07)    (0,01)     (200)   

     ρ(x)  =  0,5435;   0,325;     0,101;  0,015;     0,003;        0;       0.         0, 9875   

                           λ = Σ ρ(x) = 0,9875.

                                 J
       Для данного примера в соответствии с критерием Пирсона величина χ2 равна 0,35 (χ2 ≈ 0, 35; при степени свободы   υ = 2), что обеспечивает 95% доверительный интервал, т.е.  подтверждает соответствие распределения Пуассона и результатов экспериментальных наблюдений.  

Рассмотрим пример 2 относительно принадлежности двух выборок f1(x) и f2(x) к одной и той же совокупности [7, с. 263]. 
Результаты статистических испытаний представим в виде таблицы 2.
               Таблица 2.
          J             0               1            2           3            4          5          Σ 
        f1 (x)  =  0,217 ;   0,367 ;   0,233;   0,117;    0,066 ,    0,0        1 

                        (13)        (22)       (14)        (7)          (4)        (0)      (60)
        f 2 (x)  =  0,233 ;  0,333;     0,25;     0,117;    0,05;    0,017;      1.

                        (14)        (20)       (15)        (7)          (3)        (1)      (60)
        ρ(x)  =  0,217;   0,333;     0,233;    0,117;     0,05;         0;       0,85.                     

                     λ = Σ ρ(x) = 0,95.
Для данного примера величина χ2 (критерий Пирсона) равна 0,215 [8, с. 263] 
(χ2 ≈ 0, 215; υ = 3 ), что обеспечивает по мнению автора [8] 99% - ю вероятность  принадлежности этих двух выборок к одной и той же совокупности.   Однако, значение λ указывает на несколько завышенное значение вероятности, полученное в соответствии с критерием Пирсона.                 
В соответствии с соотношениями (4.1) и  (4.2)  значение I0 , представляющее собой вероятность совпадения fS1(x) и  fn (x), оказалось равным  0,9 , что позволяет использовать  спектральную плотность fS1(x) (первое приближение) в качестве нормального закона распределения с вероятностью η = 0,9. В этом случае в 9-ти случаях из десяти спектральная плотность, полученная как интегральное преобразование Фурье автокорреляционной функции стационарных стохастических колебаний,  будет соответствовать нормальному закону распределения fn (x).   
В качестве иллюстрации на рис 3 представлено сопоставление графика функции Гаусса fn (ряд2) со спектральными плотностями fs1 и fs3 .
 5,  Обычно  “случайные события и функции распределения этих событий определяются в рамках определения вероятностного пространства (Ω, U, P)”, в котором  :
  A)      Ω – заданное непустое множество, называемое как  “пространство      

           элементарных исходов”.

B) Множества A из U, называемых событиями,  представляют собой  

набор подмножеств множества  Ω,  содержащий  пустое 

         множество Ø  и  замкнутый относительно взятия дополнения и 

         образований конечных объединений.  
  C)     P(A) –  неотрицательная  конечно аддитивная функция, определенная на борелевском множестве U,  такая ,  что  вероятности  событий соответствуют условиям:         

           P( Ω ) = 1;   и   P( UAk) = Σ P(Ak)                                           

где   Ak   B,  Ak  ∩ Am = Ø   для любых k ≠ m.
         В этом случае   P есть вероятностная мера, а тройка (Ω, U, P) – вероятностное пространство, для которого  Ω = {ωn} -  счетное множество, 
 B – набор всех его подмножеств, (pn) -  последовательность неотрицательных чисел, сумма которых равна 1.                      
Если A1, A2 , …An    - события, т.е. множества, входящие в B, и если для любого набора индексов t1, t2,…, t n имеет место соотношение

          P (At1  ∩ A t2 ∩ ..  ∩ Atk ) = P(At1) P(At2) … P(Atk) ,

то события  Ai {ω: Xi (ω)  S} называются независимыми. 
         Согласно {МЭ, т.4, с. 506 - 507} “ последовательность  заданного множества – есть функция , определенная на множестве натуральных чисел, множества значений которой  содержится в  рассматриваемом множестве.  Элементом,   или  членом  последовательности f  :  N → X , 
   где  N -  множество натуральных чисел ; X –  заданное множество, 
 называется  упорядоченная пара (n, x),  для которой: 

                                      x = f (n), n x X, 
  и  которая  может быть  обозначена  также  через xn .

   При этом  натуральное число  n   называется номером элемента последовательности  xn  ,  а  элемент    x X   его  значением; и обозначается через {xn} , или xn ;  n = 1,2,3,… “. 
      В качестве примера рассмотрим последовательность,  полученную на основе  геометрической прогрессии ,  для которой xn = r n , где  ( 0 < r < 1) . 
Сумма значений членов  такой последовательности  определяется как 
                                                                         ∞

        s = ( 1 + r + r2 + r3 + …+ rn-1 +…) = 1 + Σ r n   = 1/( 1 - r)  .            ( 5. 1)

                                                                        n=1 

   Заметим, что понятие “Последовательность”  может быть также  рассмотрено
    с позиций определения понятия “ряд”.
  В соответствии с последовательностью (5.1)  определим вероятность 

  суммы  дискретных    случайных  событий  P(x) в виде: 
  P(x) = ( p1 + p2 + …+ pk+…) = ( 1 + r + r2 + r3 +…+ rn-1 +…) (1 – r ) = 1,   (5.2)                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                    

  где   pk = (1 - r) rk  – вероятность k – го события , 0 <  r < 1 ;  k = 1,2,3, …. 
    Рассмотрим    последовательность  {um}, где  m= 0,1,2,…  – номер элемента последовательности  (m ;   u U  )  т.е. (m , u) образуют упорядоченную пару, для которой   u = f(m) – значения элементов последовательности 
 (m ;   u U  ) . Значения  элементов последовательности   um определим в соответствии  со значениями членов разложения  экспоненциальной функции  F(x) = exp(x)  в ряд  Маклорена.  

       Функциональный ряд, соответствующий разложению экспоненциальной функции в ряд Маклорена, имеет вид следующей последовательности: 

             1 + x/1!  +  x2/2! + x3/3! + …+ xk/k! + … = exp[x]               (5.3) 

     При этом функциональный ряд  (5.3) (члены функционального ряда  - функции x)  в соответствии с признаком Даламбера [6, с. 633-…]  сходится при любом  значении x = x*  в промежутке (- ∞, + ∞ ), т.к. отношение 
       | uk+1 : uk | = | x* | / (k + 1)  стремится к нулю при  k → ∞ [6 ;  с. 646]. 
При этом областью сходимости ряда  является  весь промежуток  x (- ∞, + ∞).    

         Если отождествим значения членов последовательности (5.2) с вероятностью  статистического события,  то для последовательности (5.2)    (при помощи  нормировки) получим нормированный ряд, который может быть сопоставлен с понятием вероятности Pk (x) для k статистических событий:
      Pk (x) = (1 + x/1! + x2/2! + x3/3! + …+ xk/k!) exp(-x) .                   (5.4)

т.е.  Pk (x ) = ( xk/k! ) exp(-x) – распределение Пуассона .     

Поскольку нормированное  соотношение (5.4) представляет собой распределение Пуассона:                    

                       Pk(x) =   [ xk/k!] exp(-x) = P0(x) Vk(x) ;                         (5.5)                    

где         k -  число событий ; P0(x) = exp(-x);    Vk(x) =  [ xk/k!].
              Pk (x) = (xk/k!)  P0 (x) = P0(x) Vk(x) –  вероятность k  пуассоновских  

              событий на  отрезке  [0,x] ;  x = μ (t – t0) .
Аналогично может быть представлено множество других функций распределения.
       Пример 2.   Рассмотрим также разложение в степенной ряд гиперболического косинуса      сh (x):

         1/ 0! + x2/2! + x4/4! + x6/6! + …=  ch x.                                 (5.6)

 Также как в примере 1, нормировка ряда может быть получена умножением всех членов ряда на значение функции  [1/сh(x)], в результате чего получим

распределение вероятностей для гиперболического косинуса:

         Pk(x) = Vk(x) F0(x) = [ ((x)2k /(2k)!)] [1/сh(x)]                 (5.7)

 где      k = 0,1,2,;  [x2 < ∞].

      В этом случае функция распределения  Pk(x)  имеет вид:

       Pk(x)  =  [1 +  x2/2 + x4/24 + x6/720 + x8/40320 +…] [1/ch(x)].      (5.8)   

                      Пример 3.

Рассмотрим  разложение в степенной ряд гиперболического синуса   sh (x):

         1/ 1! + x3/3! + x5/5! + x7/7! + …=  sh x.                                 (5.9)

Также как в примере 1, нормировка ряда может быть получена умножением всех членов ряда на значение функции  [1/sh(x)], в результате чего получим:

         Pk(x) = Vk(x) F0(x) = [(x)2k-1 /(2k - 1)!] [1/sh(x)].                   (5.10)
где   Vk(x) = [(x)2k-1 /(2k - 1)!].
                          Литература.
1. Кузнецов В.В. Литературный обзор - www.fortuneline.ru/vvk/index.html.

  2. Кузнецов В.В., Кузнецова О.В. Анализ стохастических процессов.–«Физическая экология (физические проблемы  экологии)»,МГУ им. М.Ломоносова, М., № 4, 1999,с.167 – 173.

   3. Кузнецов В.В., Кузнецова Ю.В. Анализ стохастических движений осциллятора.   – В сб. «Физические проблемы экологии», МГУ им.М.В. Ломоносова (М.:МАКС Пресс),  № 18, М., 2012, с. 192- 206.
 4.  Кузнецов В.В. Спектральные свойства стохастических колебаний осциллятора.  -  Сб. «Физические проблемы экологии», физ. ф-т МГУ им.М.В. Ломоносова (М.:МАКС Пресс),  № 19, М., 2013, с. 274 - 285.

  5.  Кузнецов В.В., Кузнецова Ю.В.  Спектральный анализ стохастических  колебаний интенсивности рентгеновского излучения. -  Сб. «Физические проблемы экологии», физ. ф-т МГУ им.М.В. Ломоносова (М.:МАКС Пресс),  № 19, М., 2013, с. 286 - 296.

 6.  Д. Худсон   Статистика для физиков.  -  изд. Мир, М., 1967, - 243 с.

 7   Х. Шенк Теория инженерного эксперимента.– изд. Мир, М., 1972, - 381с.
 8.    Дуб Дж.Д.    Вероятностные процессы – изд. ИЛ, М., 1956, - 605 с..

         (Doob J.L.  Stochastic process. –  J. Wiley,  New York, 1953). 

 9.  Г. Дженкинс, Д. Ваттс   Спектральный анализ и его приложения. – 
        изд.Мир, т.1, М., 1971,  – 316с. 
10.  Крамер Г.К., Лидбеттер М.Л.   Стационарные случайные процессы. – 
     - изд. “Мир”, М., 1969, - 398 с.      
11  И.В. Митин, В.С. Русаков  Анализ и обработка экспериментальных 
      данных. – физ. ф-т МГУ, М.,2004, - 43с. 
_1008193459.unknown

_1008195912.unknown

