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КОЛЕБАНИЙ ОСЦИЛЛЯТОРА.
В.В. Кузнецов
     [ В сб. «Физические проблемы экологии», МГУ им.М.В. Ломоносова (М.:МАКС Пресс),
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1.  Ранее, в работах [1- 5] , было показано, что основные соотношения спектрального  анализа  могут быть получены непосредственно  из общего решения уравнения, описывающего стохастические движения осциллятора. В связи с тем, что статистические свойства колебательного процесса связаны с  вычислениями моментов энергетического спектра [10,12], представляется целесообразным рассмотреть взаимосвязь между плотностью функции распределения случайной величины, описывающей движения осциллятора, и спектральной плотностью его  стохастических движений.     
     2.   В работах [8-11] было показано, что  непрерывная случайная функция  ζ(x) (или ζ(t)) , где x  (- ∞ , ∞), описывающая стохастические  движения осциллятора, может быть  представлена [2-5] в виде суммы конечного числа 
(N < ∞) колебательных процессов вида:
                                  N               N 
                     ζ(x) = Σ ζ n (x) =  Σ Bn Cos [kn x + φn (x)] .       (2.1)         

                                n =1             n=1
где     ζ n (x) = Bn Cos [kn x + φn (x)]  - стационарный колебательный процесс, описывающий движения “n – го кластера”, и являющийся в соответствии с работами [2 - 5] решением уравнения движений осциллятора. Функция  ζn(x) – статистически стационарна, т.е. является такой,  что её средние свойства не зависят от смещения начала отсчета по  оси  x [10] при условии, что x > x0 . При этом  на  любом малом, фиксированном  интервале (k, k+dk) справедливо соотношение:

                             E(k) dk =  Σ {En (k) dk},                                         (2.2)   
                                               N
  где E(k) – функция, называемая суммарным энергетическим спектром, или “спектром мощности” функции  ζ(x); En (k) – энергетический спектр  n – го спектрального кластера или “спектр мощности” функции  ζ n(x).
        Обычно для вычислений спектра стохастических колебаний  используется  интегральное Фурье – преобразование автоковариационной функции R(u), определяемой:

a)  в соответствии с экспериментальными исследованиями, как [11]: 
                    R(u) = R(0)K(u) = E [{ζ(x) – ζ 0} {ζ(x+u) – ζ 0 }]              (2.3)
   где    ζ 0 = E [ζ(x)];   E[…] – оператор математического ожидания; 
b) в соответствии со стохастическими свойствами функции ζ(x) [5], т.е.

  R(u) = R(0)K(u) = R*(0)E [Cos (kn x + φn (x)) Cos (kn (x+u) + φn (x+u))]. 
      При этом взаимосвязь нормированной спектральной плотности  S(f)  (или  S(k) = E(k)/σ02, где  σ02 = E [(ζ(x) – ζ 0 )2] = D[ζ(x)] –  дисперсия стохастического процесса ζ(x))  и  автокорреляционной функции  K(u)   определяется выражениями [11,5]: 

                   
[image: image1.wmf]()()exp[(2)],

SfKuifudu

p

¥

-¥

=-

ò

                 (2.4)

                       
[image: image2.wmf]()()exp[(2)].

KuSfifudf

p

¥

-¥

=

ò

                       (2.5)

   т.е. для стационарных стохастических колебаний осциллятора [2 – 6; 10,11] соотношения (2.4) и (2.5) позволяют представить эту взаимосвязь в виде:

  R(u) = R0 K(u) = R0 exp [-μ│u│] Cos [2π f0 u] = R0 F(u) Cos [2π f0 u] ,     (2.6)        

   S*(f)= R0 S(f) = R0 { μ /[ μ² + [ 2π (f + f0 )]²] + μ /[ μ² + [ 2π (f  - f0 )]²]}.    (2.7)
                                                                    ∞                    ∞
 где  μ  = χ(σ0 ) = const;  D[ζ(x)] = R(0) = ∫  E(k) dk  = 2 ∫  E(k) dk = σ02 .    (2.8)
                                                                  - ∞                     0            
В соответствии с рекомендациями в [11] о целесообразности использования корреляционных окон при вычислениях  “сглаженных” выборочных спектров воспользуемся экспоненциальным временным корреляционным окном Кузнецова WK (u), которое в первом приближении совпадает с корреляционным окном Бартлетта  WB (u) [11]:

         WK (u) = exp[ - μ0 u ] ≈ 1- μ0 u = 1 – ׀ u ׀/M = WB(u) .                    (2.9)

где  WB(u) =(1– ׀ u׀/M) – корреляционное окно Бартлетта [11];   μ0 = 1/M;

  M – размер (длительность) автокорреляционной функции, в соответствии с которой рассчитывается выборочный спектр. 

       В этом случае имеет место соотношение:
        R*(u) = WK(u) R(u)= exp[- μ0 u ]{exp[- μ u] cos (2π f0 u)}=
     = exp[- (μ + μ0)u] Cos[2π f0 u] =  exp[- (μ* u)] Cos[2π f0 u] ,         (2.10) 
где  μ* = (μ + μ0 ), т.е. использование экспоненциального окна позволяет 
 восстановить исходный вид спектра.   
                [image: image3.emf]Автокорреляционная функция с 
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        Рис. 1 Автокорреляционная функция с корреляционным окном 

        Бартлетта (ряд 1) и экспоненциальным окном Кузнецова (ряд 2).      
   3.  В соответствии с [5] общее решение неоднородного уравнения одномерных стационарных движений осциллятора : 

                          ζ "(t)  +  2η ζ ' (t)  + ω0 ² ζ(t) = f * (t) ,               (3.1) 
 может быть представлено в виде интеграла Дюамеля (или “свертки”[11]), при условии : C1 exp(-ηt0) ≈ 0,   C2 exp(-ηt0) ≈ 0 ,  т.е.[5]:             
                                t                                                       t  
          ζ(t) =  (1/ω)  ∫ WK(t-u) f*(u) Sin [ω (t - u)] du =  ∫ G(u) du ;        (3.2) 
                               t0                                                      t0
где   ω2  = ( ω0 2  -  η2 ) -  частота колебаний;    WK( t – u) = exp[- η (t - u)]  - 
 -экспоненциальное временное окно; t > t0 ; t – t0 > u; С1, С2 = const – константы решения однородного уравнения движений осциллятора;
f*(u) – функция, описывающая внешние воздействия на осциллятор.        
      Интеграл (3.2) является решением (3.1) и описывает стационарные колебания, представляющие собой отдельный спектральный кластер (“Гауссово облако”), спектр которого описывается соотношениями (2.4) и (2.5).
     Выполним  операцию разложения в ряд Маклорена функции WK(t-u) аналогично соотношению (2.9):
                    exp[- η(t - u)] ≈ 1 - η (t – u) = 1 – (t - u)/Mw , при  0 ≤ ( t - u ) < Mw         
WK(t-u)=
                     0     ,   при    ( t - u ) < 0;  ( t – u ) > Mw  ,                        (3.3)
где  Mw =1/ η ;  u  [ ( t – Mw), t ]  . 
  Функция WK(t-u)  (3.3) соответствует временному окну Бартлетта и позволяет  определить нижний предел интеграла Дюамеля  (3.2), т.е. найти величину 
Mw =1/ η. В этом случае: 
           x              x - Mw             x                x                                  N 
ζ(x) = ∫ G(u) du =∫  G(u) du + ∫ G(u) du ≈ ∫ G(u) du ≈ Mw {(1/N)ΣGx(un)},  (3.4)
          x0               x0                x - Mw         x-Mw                            n=1 
 где  x - Mw ≥ x0 ; Mw = N δu ≈ const; Gx(un) = G((x- Mw)+un) = G((x- Mw)+ n δu);
G(u) = {WK(u) f*(u)Sin [ω (t - u)]}/ω – подынтегральная функция в (3.2). 
Интеграл (3.4) можно рассматривать как “скользящее среднее” функции G(u), а сумма
                                                 N

                  ζ(x) /Mw  = {(1/N) ΣG((x- Mw)+ n δu )}                                         (3.5)
                                               n = 0
представляет собой “выборочное среднее ”, и в соответствии с «Центральной предельной теоремой » переменная ζ(x) независимо от вида распределения случайной величины  Gn = G(un) будет распределена по нормальному закону, т.е. плотность распределения fn ( ζ ) случайной величины  ζ представляет собой в пределе нормальный закон  распределения (описываемый функцией Гаусса):   
                    fn(ζ) = [1/( 2π σ2 )1/2 ] exp {- (ζ –ζ 0)2 /(2 σ2 )} ,               (3.6)
    Случайная величина ζ может интерпретироваться, например, в теории ветровых волн как вертикальное смещение поверхности воды. В этом случае
   переменные : ζx ; ζxx и т.д. -  также распределены по нормальному закону распределения  (3.6), но с заменой  ζ(x)  на  ζx (x), ζxx (x) и т.д. [10,12] .
   Приведем формулировку Центральной предельной теоремы [13]:
“Пусть случайная величина ζ  имеет среднее значение η  и дисперсию σ2.
 Если   σ2  конечно   (σ2 < ∞ ),  то при стремлении объема выборки ( n ) к бесконечности распределение выборочного среднего ζср  будет стремиться к нормальному со средним η и дисперсией σ2 / n” .
       Результирующий спектр может быть представлен в виде суммы спектров движений осцилляторов (2.1), т.е.:
R0 S(k) =Σ R0j Sj (k)=Σ R0j{μj /[μj² + ( 2π (k + kj ))²]+ μj /[μj² +(2π (k - kj ))²]},  (3.7)     
                j                        j                                                                                                                     
 где {R0j Sj (k)} – спектр “j-го” спектрального кластера {k  (- ∞ , ∞)}; μj=const.    
        В результате интегрирования соотношения (3.7)  получим:

                              R0 = Σ R0j = σ02 = Σ σj 2 ,                                   (3.8) 
                                       j                           j   
Соотношение (3.8) соответствует (2.1) и может быть представлено также в виде:
                 Σ pj =  Σ σj 2 / σ0 2  = 1,                                                      (3.9) 
                  j              j
где  pj = ( σj 2 / σ0 2 ) – вероятность нахождения системы в “j - м” кластере;           
      σ02 – дисперсия суммарного процесса; σj2  - дисперсия “ j - го” кластера.
4. Выполним  сопоставление нормированной спектральной плотности fS(z)
(2.7),  являющейся функцией переменной  z:
                   fS (z) = S(z) = A1 { μ /[ μ ² + ( 2π (z – z0 ))²]}                   (4.1)

  с плотностью нормального закона распределения fn(x) случайной величины x: 
              fn(x) = [1/(2π σ 2  )1/2 ] exp {- (x – x0) 2 /(2 σ 2 )},                   (4.2)

где   σ 2 =  D [x] = E [(x – x0)2] – дисперсия случайной величины x; 
        A1= const; μ = χ(σ)  ;  z  =  α x;  α = const – “размерный” множитель. 
 Разложим в ряд Маклорена экспоненциальную функцию плотности (4.2):

   exp{- (x – x0)2 /(2σ 2)} = 1/{exp[(x – x0)2 /(2σ 2)]} ≈ {1/[1+ (x – x0)2 /(2 σ 2 )]} = 

   = {2σ2/ [(2σ 2 ) + (x – x 0)2 ]}=  8π²σ2/{(8π²σ 2 ) + [2π (x – x 0) ]2}.           (4.3)

   Обозначим: μ2 = 8(πσ)2 ;( μ = (8)1/2 π σ ). Из (4.2) и (4.3) получим fn(x) ≈ fS (x):
     [1/(2π σ 2 )1/2]exp{- (x– x0) 2 /(2 σ 2)} ≈ A1{μ /{μ² +[2π (x - x0)]2}}.          (4.4)   Здесь: A1 = (4 π )1/2 ≈ 3,54;   μ = (8)1/2 π σ = (2,8 π) σ ≈ 8,8 σ. 
Учитывая, что  x=z/α,  где z  =  α x; α = const,  из соотношения  (4.4) получим:
   fS (x)=(4 π )1/2{μ /{μ² +[2π (x - x0)]2}}= (4 π )1/2{μ α2 /{(μ α)² +[2π (z - z0)]2}}=
= (4 π α2 )1/2{μ α /{(μ α)² +[2π (z - z0)]2}}=(4 π α2)1/2{μ* /{(μ*)²+[2π(z - z0)]2}},т.е.  
fS(z)=(4 π α2)1/2{μ*/{(μ*) ² +[2π (z - z0)]2}}=A*1{μ*/{(μ*) ² +[2π (z - z0)]2}};   (4.5)
  где  A*1= (4 π α2)1/2 ; μ* = μ α;  μ = const.                                           
Таким образом, плотность нормального закона распределения fn (x) (4.4) в качестве первого приближения может быть представлена в виде спектральной плотности fS (x) ≈ fn (x), т.е. (при α = 1; μ = (8)1/2 π σ ≈ 8,8 σ) получим:           

    [1/(2π σ 2 )1/2]exp{- (x– x0) 2 /(2 σ 2)} ≈ (4 π )1/2{μ /{μ² +[2π (x - x0)]2}}.
   В свою очередь  спектральная плотность колебательного процесса осциллятора (4.5)  описывается в рамках первого приближения функцией Гаусса (4.4). В рамках следующих приближений соотношение (4.4) может быть представлено в виде:

fn(x)=[1/(2π σ 2 )1/2]exp{-(x–x0)2/(2σ2)}≈ fSk(x)=A1{μ/{μ²+[2π(x-x0)]2 β(x)}},  (4.6)                                                                                                                      
   где : μ = (8)1/2 π σ ≈ 8,8 σ; A1 = (4 π )1/2 ≈ 3,54;         

        β(x) = βk (x) – “k - ое” приближение функции Гаусса, т.е.:

        β(x) ≈ β1(x) = 1;         
        β(x) ≈ β2 (x) = 1+ [(x– x0)2 /(4σ 2)] ;                                                        (4.7)
        β(x) ≈ β3 (x) = 1+ [(x– x0)2 /(4σ 2)][1+ (x– x0) 2 /(6σ 2)];  
    …….                 ……                  ……        …….           …….      ……                    

т.е.  lim {(4 π )1/2{μ/[μ² +[2π (x - x0)]2 βk(x)]}}=[1/(2π σ 2 )1/2]exp{- (x– x0)2/(2 σ 2)}.
      k→ ∞
Обозначив (1/α2 )= βk(x), из соотношений (4.4) и (4.5) получим спектральную плотность fSk(x) с заданным  “k - м” приближением  функции Гаусса:
            fSk(x)= A*1(x) {μ*(x) /{(μ*(x))² + [2π (x - x0)]2}},
где   A*1(x) = (4 π/ βk(x))1/2; μ*(x)= μ/(βk (x))1/2; [μ*(x)A*1(x)] = (μA1)/βk(x).
    Таким образом, спектральная функция Кузнецова fSk (x) в пределе совпадает с функцией Гаусса fn (x).
При этом интегрирование равенства fS1(x) ≈ fn(x) подтверждает эквивалентность энергии волнового процесса и вероятности статистического события, что позволяет “объединить” два пространства – вероятностное и энергетическое.  
     Заметим также, что спектральная плотность (4.5) при k < ∞ не является нормированной, т.к. нормировка функции  fn(x)  (4.4) выполняется для суммы всех членов степенного ряда.  Несоответствие нормировок может быть скорректировано, например, проведением дополнительной нормировки, соответствующей требованиям статистики, или  условиям нормировки интегрального преобразования Фурье. Операция нормировки при условии:  
         fn(x) ≈ fS(x);   x(0, ∞);   A1 =2;   будет иметь вид:  
             ∞              ∞                 ∞ 
             ∫fn(x) dx = ∫ fS (x) dx ≈ ∫A1 μ /{μ² +[2π (x - x0)]2} dx = 1 ,        (4.8)

           - ∞            - ∞               - ∞
    Обозначив  u = x-x0 , и   положив  A1= 1, найдем:
        ∞                                                                                            ∞                                                                                            
     μ ∫ 1/{ μ² +[2π (x - x0)]2} d(x-x0) ={μ /(2π μ)} arctg (2π u /μ) | = π/(2π) =1/2,               
      - ∞                                                                                          - ∞
что соответствует нормировке интегрального преобразования Фурье. 
      При анализе экспериментальных данных обычно полагают A1=2; x(0, ∞).
Рассмотрим дополнительные условия (соотношения) равенства плотностей :

    1.  условие равенства максимальных значений  нормированных плотностей:

        1/μ = 1 / (2π σ 2 )1/2, т.е. : μ/σ = (2π )1/2 ≈ 2,5  или μ  ≈ 2,5 σ.             (4.9)                                                                                                                           
    2. условие равенства “степени монохроматичности” колебаний :
 f(x0 + σ) ≈ 0,5 f(x0) = 0,5 [1/(2π σ2 )1/2 ] = 1/(2μ), т.е.  μ/σ = (2π )1/2 ≈ 2,5,   
      (заметим, что функция f(x) имеет две точки перегиба :   x0 + σ ).
 3. условие линейного приближения: μ = 81/2 (π σ ) ≈2,8(π σ) ≈ 8,8 σ.   (4.10) 
На рис.2 представлены примеры сопоставления спектральной плотности и плотности распределения случайной величины x.  
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       Рис. 2. Сопоставление нормированных плотностей fS(u) и  fn(u) . Обозначения: u = 2x/σ – безразмерная переменная, где x (x0 - 3σ; x0 + 3σ).
     Ряд 1. Нормированная спектральная плотность  fS (u) в соответствии
          с (4.5) при условии β(x) = β1(x)=1; μ = 2π σ ≈ 6,28; A1= 2,5;  I ≈1,013.
    Ряд.2. Плотность fn (u) нормального закона распределения (4.4). I ≈ 0,99
    Ряд 3. Ненормированная спектральная плотность в диапазоне  |x – x0 | ≤ 3σ
           в соответствии с (4.6), т.е.: β1(x)=1; μ = 81/2 (π σ) ≈ 8,8σ ; A1=3,54, I ≈1,31.
     Ряд 4. Второе приближение функции Гаусса в диапазоне  |x – x0 | ≤ 3σ
           в соответствии с (4.6), т.е.:  μ ≈ 8,8 σ;   A1 = (4 π )1/2 ≈ 3,54;  I=1,094;
           β(x) = β2 (x) = 1+ (x– x0) 2 /(4σ 2)  соответствует второму приближению.      
   Поскольку спектральная плотность fS(x) (4.5) представляет собой в первом приближении нормальный закон распределения (4.4) случайной  величины  x , также как функция Гаусса  представляет собой нормированную спектральную плотность, интегральное преобразование Фурье функции Гаусса 
в соответствии с (2.4) - (2.5)  имеет вид: 
                               ∞                                                           ∞   
K(u)= [1/(2πσ²)1/2] ∫exp [-(f– f0)2/(2 σ 2)]exp[i(2π fu)]df ≈ ∫ fS (f) exp[i(2πfu)]df =

                             - ∞                                                        - ∞
      ∞
 =  ∫A1 μ/{μ²+[2π (z - z0)]2 β(z)}exp[i(2πzu)]dz ≈ exp[- μ u] cos (2π z0 u).   (4.11)
  - ∞                                       
      Заметим, что  основное различие функций (4.6) имеет место в диапазоне значений переменной x , превышающих границы, определяемые правилом  
” 3-х сигм ”, (т.е. x  ( x0 – 3σ,  x0 + 3σ) ) , известного, как “практически реализуемый” диапазон случайной величины x  (‌‌|x – x0 | ≤ 3σ), что является следствием приближенного представления функции Гаусса в виде (4.6) и реализации фильтрации высокочастотных составляющих  при вычислении автокорреляционной функции. В качестве примера напомним, что при помощи метода “скользящего среднего” может быть осуществлена фильтрация  (сглаживание) высокочастотной части спектра [5].

     Поскольку для плотности распределения f(x) случайной величины x, описываемой нормальным законом, имеет место соотношение:

                            f(x0  + σ ) / f(x0 ) = 0,6 ≈ 0,5 ,                                        (4.12)
где  (x0  + σ ) -  точки перегиба функции  f(x);  f(x0) – максимальное значение функции f(x), соотношение (4.12) дает возможность  расширенного толкования  “степени монохроматичности “ колебаний  γ, т.е.: Δf = (f2 - f0 )  ~ σ ; f0 ~ ζ 0 ;  (точнее Δf  ~ 1,2 σ) , что позволяет представить связь между спектральной плотности fS(x) и плотности распределения  fn(x) ≈ fS(x)  в виде [5]: 
                Δf / f0  = Δx / x0  = σ / ζ0 ≈ γ /2.                                                   (4.13)
        Отметим, что пример построения модели физического процесса, спектр которого описывается функцией Гаусса,  был представлен в работе [14].   
    5.      Результаты  разделов 3 - 4  позволяют  представить начальные моменты    суммарного спектра колебаний (m0 , m1 , …, mr ,.. ) в виде:
                     ∞                    ∞                                   ∞           
     σ0 2 m r =   ∫ E(k) k r dk ≈ ∫{Σ Ej(k)} k r dk = Σ {∫ Ej(k) k r dk}.      (5.1)
                   - ∞                  - ∞   j                              j   - ∞                                                                                                                                                                                   
    где :   σ0 2  m r = Σ σj 2 m r j =  σ 0 2 Σ  pj m r j ; E(k) = fS (k) ; (z = k);                        
                               j                                    j
         m r j  -  “ r - ый”  момент   “j - го” спектрального кластера, т. е. :
               m r = Σ pj  m r j ;   pj = σj 2 / σ0 2.                                            (5.2)
                         j
Заметим, что  оценка  узкополосности спектра и других параметров кластера может быть выполнена при помощи “степени монохроматичности ” γj [5]:                  

                            γj  = μj /(π k0j ) = Δk* / k0j  =  2(Δk/k0j ) .               (5.3)       
    где k0j = E [kj ] – волновое число максимума спектра (“j - го” кластера).
    Учитывая (5.1) - (5.3), получим приближенное значение средней “степени монохроматичности ” γ0 : 
                                              M
                                    γ0  ≈    Σ pj γj                                                         (5.4)

                                              j=1                  
6. Начальным моментом “r - го” порядка  случайной величины  ζ = x  называется величина [10 - 13] : 
                                                  ∞

                          m r  = E [x r ] = ∫  x r f n(x)  d x                                              (6.1)
                                               - ∞
где   fn(x) – плотность распределения случайной величины  x, распределенной по нормальному закону распределения (4.2); m r – “r - й” начальный момент.
     Для процесса, состоящего из  n  независимых кластеров, для которых совместная плотность распределения взаимно независимых  случайных величин распадается на множители [11]:

                    f1…n (x1, x2, …, xn ) = f 1(x1) f2(x2) ….fn(xn)                  (6.2)


 имеет место многомерная плотность распределения:

     fX(x) = {1/[(2π)n/2 |V|1/2 ]} exp {- [x – η]* V-1 [x - η] /2}             (6.3)  
где x*= ( x1, x2, …, xn); η* = (η 1, η2 , …, ηn ) – векторы – строки; V-1 – матрица,  обратная матрице  ковариаций V. При этом имеет место соотношение: 

                   N                  N
    f0 (ζ) =   Σ αj fj (ζ ) =  Σ {[αj /(2π σj 2 )1/2 ] exp[- (ζj - ζ 0j)2 /2σj 2 ]},    (6.4)
                 j =1               j =1                                                             
  где αj = pj = σj 2 / σ0 2  -  вероятность принадлежности  случайной величины   ζ(x) “j - му” кластеру   ( α1 +  α2 + … αn = 1);  σj 2 – дисперсия случайной величины в  “j –м” кластере.
     В соответствии с результатами раздела 4 спектральная плотность fS (z) представляет собой в первом приближении функцию Гаусса, поэтому начальные и центральные моменты спектра колебаний могут рассматриваться как моменты случайной величины распределенной по нормальному закону распределения fn(x). В этом случае центральные моменты μ2n как для случайной величины 
(x= ζ)  с плотностью распределения fn(x), так и для спектральной плотности  

fS (x) определяются в виде [13]:
                                             ∞  
          μ 2n = E[(ζ  - ζ 0)2n ] = ∫ (ζ  - ζ 0 )2n fn(ζ )  d ζ  = (σ 2 )n (2n-1)!! ;   
                                          -  ∞
                μ 2n+1   = 0,                                                                                  (6.5)
     где ζ 0 = m1 = E[ζ ]; mj – начальный момент.
  Для первых четырех моментов  спектра колебательного процесса, состоящего из одного кластера,  имеют место соотношения:
  μ0 = m0 = 1;  

 μ 1 = m1 – ζ 0 m0 = m 1 - ζ 0 = 0 ;               m1 = ζ 0 ;
 μ2  = m2 – m12 = σ 2;                                  m2 = ζ 02  + σ 2 ;                     (6.6 )
 μ3 =  m3 – 3 m1 m2 + 2m13  = 0;                 m3 = ζ 03  +  3 ζ 0 σ 2 ;                                                       
 μ4 =  m4 – 4 m1 m3 + 6m12 m2 – 3m14;       m4 = ζ 04 + 3 σ 4 +6ζ 02 σ 2, 
 …….                 ……                  ……        …….           …….      ……                    

где :    μr = E [(ζ  - ζ 0)r] -  центральный момент “r – го ”  порядка,  
           m r = E [(ζ )r] -  начальный момент “r – го ”  порядка; ζ 0 = E [ζ ].
Моменты высших порядков определяются также в соответствии с (6.5) и (6.6). 
Приближенные значения  начальных моментов  “n – го ”  порядка могут быть определены соотношением:
                                 m n  ≈  (ζ 0 ) n ,   n = 0,1,2,3,…                          (6.7)
     Для уточнения оценки  значений начальных моментов  m n   воспользуемся “степенью монохроматичности” стохастического процесса γ = 2(Δf/f0) ≈ 2σ/ ζ 0.

    В соответствии с (6.4) центральные моменты определяются соотношениями:  
                      μ0 = 1;  μ1  = 0;  μ2 = σ 2 ;  μ3 = 0;   μ4 = 3σ 4 ;              (6.8)

что позволяет определить начальные моменты в виде:                 
       m0 = 1;     m1 = ζ 0  ;  

       m2 = ζ 02 + σ 2 = ζ 02 [1 + γ2  /4 ] ;                                                 (6.9)
       m3 = ζ 0 (3 σ 2 + ζ 02  ) = ζ 03 [1+ 3 (γ2 /4 )] ; 
       m4 = ζ 04 {1 + 3(σ 2/ζ 02 )[2+(σ 2 /ζ 02 )]} = ζ 04 {1+ 3(γ2 /4)[2+ (γ2 /4)]} .                                                                                                             
  Таким образом, если принять условие «узкополосности », т.е. σ 2 << ζ 0j2 , получим соотношение:
                             M                                                  M                M
   m n  = E[k n ]  ≈ Σ pj k0j n , или   m n  = E[ζ n ]  ≈ Σ αj ζ0j n = Σ αj mnj . (6.10)                                                    
                            j =1                                               j =1              j=1              
где :    m0 = 1; m1j = ζ 0j  ;   m2j ≈ ζ 0j2  = m1j2 ; m3j ≈ ζ 0j3 = m1j3 ; m4j ≈  ζ 0j4 = (m1j)4 ;     

             α j = p j ; n= 0,1,2,3,… .                                                            (6.11)
          В случае, когда   ζ 0j ≈ 0, уточнение значения  m j может быть выполнено при помощи “дополнительного” слагаемого  Δm r  , например, в виде:    

              (m r)осн + Δm r = (m r )осн +  β* r (γ) ≈ ζ 0jr  +  β*r ( γ0 ),               (6.13)
 где γ0  - среднее значение “ степени монохроматичности ” ( см. (6.15));
        β*r (γ) – функция, определяемая соотношением (6.9), например:  
   (m4)осн + β*4( γ0 ) = (ζ0j 4 ) + μ2 (3 μ2 -2 m12) = (ζ0j 4 ) + (3 σ 4 +6ζ 0j2 σ 2 ) =

                        =  ζ 04 {1+ (3γ2 /4)[ 2+ (γ2 /4)]}.                                    (6.14)  
 При этом:   Δm4 = β r ( γ0 ) =  ζ 04 {(3γ2 /4)[2+ (γ2 /4)]}= (3 σ 4 +6ζ 0j2 σ 2 ).
 7.    В соответствии с работами [10, 12]  среднее число нулей N0  функции ζ(x) на единицу длины оси X относительно нулевого уровня равно:
                        N0 = (1/ π) (m2 /m0)1/2,                                               (7.1)
  в то время как среднее число экстремумов  N1  функции  ζ(x) на единицу длины оси X (относительно нулевого уровня)  равно [10, 12]:      

               N1 = (1/ π) (m4 / m2 )1/2  ,                                                    (7.2) 
причем: N0 / N1 = [ m2 2 /(m0 m4)]1/2;     N0 N1 =  π -2 (m4 / m0 )1/2 .        (7.3)
 В соответствии с (5.1)  и (5.2) получим:

          N0 =  [1/ ( π σ0 )]( m2 )1/2 = [1/ ( π σ0 )](Σ pj  k j2 )1/2 ;            (7.4)
                                                          j                                                                                        
          N1 =  [1/ ( π m2 1/2 )] (Σ pj  kj 4)1/2 ;                                  (7.5)
                                              j
где  pj = σj 2 / σ0 2 ;  kj  - волновое число максимума спектра “j - го” кластера.  
Соотношения (5.4) и (5.5) позволяют построить простую модель отражения электромагнитных волн от стохастической системы :           

               Wотр ≈ w0 N0 + w1 N1 = ( N w ),                                        (7.6)
где     N0    = ( m2 1/2 /(π σ0 )),   N1 = (1/ π) (m4 / m2 )1/2 .
 Для  j – го кластера из (5.1) и (5.2) получим:

         N0j = (1/ π) (m2j  /m0j )1/2 = (1/ π σj ) (pj kj2 )1/2 ;
         N1j =  [1/ ( π m2j 1/2 )] ( pj  kj 4)1/2 ;                                    (7.7)
т.е.    N0 = {N01, N02, …} ;     N1= { N11, N12, …}.  
           Если ввести вектор мощности отражения w = {w1, w2,.., wJ}, соответствующий отражению в области нулей, и вектор v={v1 , v2, .., v J}, соответствующий отражению в области экстремумов, то отраженная суммарная интенсивность световых волн определится как:

             W = (N0 w) + (N1v) = Σ [N0j wj  + N1j vj ].                    (7.8)  
                                                  j           
      8.  В качестве примера рассмотрим спектр осцилляций интенсивности рентгеновского излучения в области геометрической тени при  анализе структуры порошкообразного образца [6]. Нормированный спектр, представленный на рис.3,  является суммарным спектром колебаний интенсивности рентгеновского излучения, состоящим из спектров 4-х спектральных кластеров, т.е. при приближенной оценке начальных моментов имеют место соотношения   
                                                   M
                        m n  = E[k n ]  ≈  Σ pj kjn .                                     (8.1)

                                                  j =1

где pj = σj 2 / σ0 2 – вероятность нахождения системы в  “ j -м” кластере. 
        На рис.3, суммарный спектр колебаний (S*(k*);Ряд 6) представляет собой сумму  спектров 4-х спектральных кластеров [15].                                                     
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              Рис. 3  Нормированный спектр осцилляций интенсивности 
   рентгеновского излучения, прошедшего через полидисперсный образец.   

              Обозначения:

Ряд 1. - S*(k*) - Результирующий спектр колебаний интенсивности излучения, полученный при помощи корреляционно-спектрального анализа; σ02≈0,954 ≈ 1.

Ряд 2.  -S2*(k*) - Составляющая спектра c нормированным волновым числом   

             максимума спектра k*02 = 12,5; γ ≈ Δf / f0 ≈ 5/12,5 ≈ 0,4;   σ22 ≈ 0,55.
Ряд 3.  - S1*(k*) - Составляющая спектра c нормированным волновым числом  

              максимума спектра k*01 = 8; γ ≈ Δf / f0 ≈ 4/ 8 ≈ 0,5;           σ12 ≈ 0,22 

Ряд 4.  -  S3*(k*) - Составляющая спектра c нормированным волновым числом  
              максимума спектра k*m = 21; γ ≈ Δf / f0 ≈ 4/21 ≈ 0,19;       σ32 ≈ 0,165  

Ряд 5. -  S4*(k*) - Составляющая спектра c нормированным волновым числом 
             максимума спектра k*04 = 2; γ ≈ Δf / f0 ≈  1;                      σ42 ≈ 0,085

Ряд 6. - S*(k*) = S1*(k*) + S2*(k*) + S3*(k*) + S4*(k*)  –  Суммарный  
              нормированный  спектр колебаний интенсивности излучения,  

              полученный в соответствии с формулой (2.10);                           

  σ0 2 ≈ σ12 +  σ22 + σ32 + σ42 ≈ 1,027;  p1= σ12/ σ02 ≈ σ12; p2 ≈σ22 ; p3 ≈σ32;  p4 ≈ σ42. 
Параметры спектров представлены в обозначениях к рисунку. Спектры рассчитывались в полном соответствии с методикой вычислений, изложенной в данной работе и работах [1-5, 7] с применением экспоненциального окна Кузнецова. 
                                    Результаты вычислений. 
         m0 = 1.     m0** ≈ 1. m1* =  kср = p1 k01 + p2 k02 +p3 k03 +p4 k04  = 12,27

                 m1** = 11,94;  (Δm1 /m1** = 0,33/12,27= 0,028)      
       m2* =  p1 k012 + p2 k022 +p3 k032 +p4 k042  =  173,125; 
       m2** = 181,77    (Δm2 /m2** = 8,645/181,77= 0,048)
       m2***= 173,125*[1+0,04] = 180,05 (Δm2* /m2*** = 0,01)
               m3* =  p1 k013 + p2 k023 +p3 k033 +p4 k043  = 2715,635
               m3 ** = 3110,8,  ( Δm3 /m3** = 395,165/3110,8 =  0,127)
               m3 *** = 2715,635*[1+3*(0,04)] = 3041,511  (Δm3* /m3*** = 0,023)
    m4* =  p1 k014 + p2 k024 +p3 k034 +p4 k044  =   46420, 

   m4 ** = 57800;          (Δm4 /m4** = 0,197 )
   m4 *** = 46420 [1+(0,12)(2+0,04)]= 46420 *1,245=57792,9 (Δm4*/m4*** = 0,001)             
     где    Δm j = mj **- mj *;  Δm j* = mj *** -  mj * .          
При вычислении моментов использовались соотношения (6.8):     
              μ0 = 1;  μ1  = 0;  μ2 = σ 2 ;  μ3 = 0;   μ4 = 3 σ 4 ;  
      m0 = 1;        m1 = ζ 0j  ;       m2 = ζ 0j2 + σ 2 = ζ 0j2 [1 + γ2  /4 ] ; 

      m3 = ζ 0j(3 σ 2 + ζ 0j2  ) = ζ 0j3 [1+ 3 (γ2 /4 )]; m4 = ζ 0j4 {1 + 3(γ2  /4)[2+ (γ2  /4)]};
      где  γ ср = 0,4*0,55+0,5*0,22+0,19*0,165+0,085=0,445 ≈ γ2 = 0,4. 
Как видно из результатов вычислений начальных моментов коррекция результатов вычислений при помощи “степени монохроматичности” позволила значительно повысить точность расчетов начальных моментов, что в свою очередь  позволило оценить число “нулей” и “стационарных точек” в соответствии с [10].  При этом среднее число нулей N0  функции ζ(x) на единицу длины оси X равно [10]: N0 = (1/ π) (m2 /m0 )1/2 = (0,318) (181,77)1/2 =  4,287. (8.2)
    Среднее число “стационарных точек” N1   (максимумов и минимумов)
на единицу длины равно:  N1 = (1/ π) (m4 / m2 )1/2 =0,318*(318)1/2 = 5,67.  (8.3)         
                                                   Литература.

1. Кузнецов В.В. Литературный обзор - www.fortuneline.ru/vvk/index.html.

2. Кузнецов В.В.,  Кузнецова О.В. Моделирование  активности нейронной системы в процессе интеллектуальной деятельности. - Препринт. М.,  физический факультет МГУ им. М.В. Ломоносова, 1995, с. - 62.

3.Кузнецов В.В., Кузнецова О.В. Спектральный анализ волновых процессов. – «Проблемы физической экологии (физическая экология)», МГУ им. М.Ломоносова, М., т.2, 1997, с. 53.
4. Кузнецов В.В., Кузнецова О.В. Анализ стохастических процессов.–«Физическая экология (физические проблемы  экологии)»,МГУ им. М.Ломоносова, М., № 4, 1999,с.167 – 173.

5. Кузнецов В.В., Кузнецова Ю.В. Анализ стохастических движений осциллятора.   – В сб. «Физические проблемы экологии», МГУ им.М.В. Ломоносова (М.:МАКС Пресс),  № 18, М., 2012, с. 192- 206.

6. Кузнецова Ю.В.  Исследование структурных параметров полимерных композитных систем с наночастицами методами малоуглового рентгеновского рассеяния.–Дипл. работа, Физ.ф-т МГУ им. М.В.Ломоносова, М.,2009, с. 1-24.

    7. Кузнецов В., Ледовских И., Афонин И. Моделирование поверхностных гравитационных волн в прибрежной зоне. – Тр. 2-й Международной конф. «Актуальные проблемы фундаментальных наук», т.1, ч.2, М.,1994, с.А15-А18.

   8.  Rice S.O.  The mathematical analysis of random noise. – Bell. Syst. Tech.J., 
23 (1944), pp. 282 – 332; 24 (1945), pp. 46 – 156.
   9.    Дуб Дж.Д.    Вероятностные процессы – изд. ИЛ, М., 1956.
         (Doob J.L.  Stochastic process. –  J. Wiley,  New York, 1953). 

 10. Лонге – Хиггинс М.С. Статистическая геометрия случайных поверхностей. -  В Сб.: Гидродинамическая неустойчивость, изд. МИР, М., 1964, с. 124 – 167.

    11.  Г. Дженкинс, Д. Ваттс   Спектральный анализ и его приложения. – 

 т.1,  изд.Мир, М., 1971, с. – 316  (Jenkins G.M., Watts D.G,  Spectral analysis and its applications.  -  San Francisco, Cambridge, London, Amsterdam, 1969).
     12.  Крамер Г.К., Лидбеттер М.Л.   Стационарные случайные процессы. – изд. “Мир”, М., 1969, - 398 с. 
    13. Д. Худсон  Статистика для физиков. – изд. «Мир», М.,1967, - 242с.

    14.  Кузнецов В.В., Стрекалов С.С. О резонансе волн с ветром. –Труды Союзморниипроекта, вып. 34 (40), М., 1972, с. 27– 33.
    15.  Кузнецов В.В., Кузнецова Ю.В.  Спектральный анализ стохастических  колебаний интенсивности рентгеновского излучения. -  В сб. «Физические проблемы экологии», МГУ им.М.В. Ломоносова (М.:МАКС Пресс),  № 19, М., 2013, с. 286 - 296.
_1008193459.unknown

_1008195912.unknown

